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Î ðàêòàëüíûõ êðèâûõ Ïåàíî
Å. Â. Ùåïèí
∗
Ïîñâÿùàÿåòñÿ ïàìÿòè Ëþäìèëû Âñåâîëîäîâíû Êåëäûø
Ââåäåíèå. Ïîä êðèâîé Ïåàíî ïîäðàçóìåâàåòñÿ ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
÷èñëîâîãî îòðåçêà íà ïëîñêèé êâàäðàò. Â [1℄ îáîñíîâàíà öåëåñîîáðàçíîñòü
ïðèìåíåíèÿ êðèâûõ Ïåàíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçâåðòêè òåëåâèçîðà ñ ýëåêòðîííî-
ëó÷åâîé òðóáêîé.
1
Â ïåàíîâñêèõ òåëåâèçîðàõ ïîìåõè ñâîðà÷èâàþòñÿ, ïî
ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íîé ñòðî÷íîé ðàçâåðòêîé, ÷òî äîëæíî ïðèâîäèòü ê áîëüøåé
óñòîé÷èâîñòè èçîáðàæåíèÿ. àçâåðòêà êàäðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ
 òðàåêòîðèþ ñâåòÿùåéñÿ òî÷êè íà ýêðàíå ìîíèòîðà. ×èñëî ñâåòÿùèõñÿ
òî÷åê íà ýêðàíå êîíå÷íî è ýëåêòðîííûé ëó÷ ïî î÷åðåäè îñâåùàåò ýòè òî÷êè.
Ïîýòîìó ðàçâåðòêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèðîâóþ êðèâóþ  îòîáðàæåíèå
öèðîâîãî (ò.å. ñîñòîÿùåãî èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê  ïèêñåëåé) îòðåçêà
íà öèðîâîé ïðÿìîóãîëüíèê  ýêðàí òåëåâèçîðà. Ïîìåõó ïðåäñòàâèì ñåáå
êàê êðàòêîâðåìåííîå íàðóøåíèå ïåðåäà÷è ñèãíàëà. Åñëè ïîìåõà ïðîèçîøëà
â íåêîòîðûé èíòåðâàë âðåìåíè, òî íà ýêðàíå íàðóøèòñÿ èçîáðàæåíèå íà
ðàçâåðòêå ýòîãî èíòåðâàëà, òî åñòü â òîé îáëàñòè ýêðàíà, êîòîðóþ ýëåêòðîííûé
ëó÷ ïðîõîäèò çà ýòîò âðåìåííîé èíòåðâàë. Ïëîùàäü ïîìåõè (êîëè÷åñòâî
ïèêñåëåé ýêðàíà â íåé ñîäåðæàùèõñÿ) îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé âðåìåííîãî
èíòåðâàëà ïîìåõè è çàâèñèò ëèøü îò ÷àñòîòû êàäðîâ. Îíà áóäåò îäèíàêîâà
êàê äëÿ ïîñòðî÷íîé, òàê è äëÿ ïåàíîâñêîé ðàçâåðòîê, ïîñêîëüêó è òà è
äðóãàÿ çà îäèíàêîâîå âðåìÿ (âðåìÿ ìåæäó äâóìÿ êàäðàìè) ïðîõîäÿò ðàâíîå
÷èñëî ïèêñåëåé (êîëè÷åñòâî âñåõ ïèêñåëåé ýêðàíà). Íî îðìà ïîìåõè áóäåò
ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àòüñÿ. Åñëè äëÿ ïîñòðî÷íîé ðàçâåðòêè ïîìåõà âûòÿãèâàåòñÿ
âäîëü ñòðîê ÷åðåç âåñü ýêðàí, òî â ñëó÷àå ïåàíîâñêîé ðàçâåðòêè îíà ñâîðà÷èâàåòñÿ
è ìîæåò èìåòü âåñüìà íåáîëüøîé äèàìåòð. Ñðåäè ðàçëè÷íûõ ðàçâåðòîê
ïðåäïî÷òåíèå ñëåäóåò îòäàòü òîé, êîòîðàÿ â íàèáîëüøåé ñòåïåíè ñâîðà÷èâàåò
ïîìåõè. Âûòÿíóòîñòü ïîìåõè ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà îòíîøåíèåì
êâàäðàòà åå äèàìåòðà ê åå ïëîùàäè. Åñëè êðèâàÿ Ïåàíî çàìåòàåò ïëîùàäü
ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ (à òàêîâû âñå ðàêòàëüíûå êðèâûå Ïåàíî), òî
ñïîñîáíîñòü ñâîðà÷èâàíèÿ ïîìåõ êðèâîé p(t) õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàêñèìóìîì
êâàäðàòíî-ëèíåéíîãî îòíîøåíèÿ
|p(t)−p(t′)|2
|t−t′| . Íàïðèìåð, êëàññè÷åñêàÿ êðèâàÿ
Ïåàíî-èëüáåðòà, êàê ïîêàçàë Ê.Áàóìàí [2℄, èìååò ìàêñèìàëüíîå êâàäðàòíî-
ëèíåéíîå îòíîøåíèå ðàâíîå øåñòè. Îòêðûòûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ.
Ïðîáëåìà 1. Êàêîâî íàèìåíüøåå ÷èñëî κ, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî îòðåçêà íà åäèíè÷íûé êâàäðàò ñ ìàêñèìàëüíûì
∗
àáîòà íàïèñàíà â ðàìêàõ ïðîãðàììû ÀÍ "Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå
ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè".
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Â ðåàëüíîñòè âñåãäà, êîíå÷íî, ðå÷ü èäåò íå î íåïðåðûâíîé êðèâîé Ïåàíî, à î êàêîì
òî åå äèñêðåòíîì ïðèáëèæåíèè.
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êâàäðàòíî-ëèíåéíûì îòíîøåíèåì ðàâíûì κ?
Èç òåîðåìû Àðöåëà âûòåêàåò êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà îòîáðàæåíèé åäèíè÷íîãî
îòðåçêà â åäèíè÷íûé êâàäðàò, èìåþùèõ êîíå÷íîå êâàäðàòíî-ëèíåéíîå îòíîøåíèå.
Ïîýòîìó ÷èñëî κ ñóùåñòâóåò. Ýòî ÷èñëî íàçûâàåì êîíñòàíòîé Ïåàíî. Èç
ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè [3℄ âûòåêàåò, ÷òî κ ≤ 5 23 . Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíî,
÷òî κ ≥ 3 12 . À îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî
òîãî àêòà, ÷òî äëÿ øèðîêîãî êëàññà ðàêòàëüíûõ ïåàíîâñêèõ êðèâûõ
ìàêñèìàëüíîå êâàäðàòíî-ëèíåéíîå îòíîøåíèå íå ìîæåò áûòü ìåíåå ïÿòè.
Íèæíÿÿ îöåíêà êîíñòàíòû Ïåàíî. Ïîä êðèâîé, ìû âñþäó íèæå ïîíèìàåì
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå â ïëîñêîñòü ÷èñëîâîãî èíòåðâàëà, êîòîðûé ìû
áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê âðåìåííîé è ýëåìåíòû êîòîðîãî áóäóò íàçûâàòüñÿ
ìîìåíòàìè âðåìåíè.
Åäèíè÷íîé ïåàíîâñêîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ, îòîáðàæàþùàÿ åäèíè÷íûé
îòðåçîê íà åäèíè÷íûé êâàäðàò.
Òåîðåìà 1. Êâàäðàòíî-ëèíåéíîå îòíîøåíèå åäèíè÷íîé ïåàíîâñêîé êðèâîé,
íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ÷åì 3.5
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A,B,C,D âåðøèíû êâàäðàòà, à ÷åðåç
a, b, c, d ìîìåíòû âðåìåíè, â êîòîðûå èõ ïðîõîäèò êðèâàÿ. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî a < b < c < d. Òåïåðü, âî ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî ïàðû âåðøèí A,B,
B,C, C,D ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè âåðøèíàìè êâàäðàòà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
êâàäðàòíî-ëèíåéíîå îòíîøåíèå íå ïðåâîñõîäèò 3.5, òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ïðîîáðàçàìè ñîñåäíèõ âåðøèí íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ÷åì 2/7, à ìåæäó
ïðîîáðàçàìè ïðîòèâîïîëîæíûõ âåðøèí íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ÷åì 4/7.
Ïîýòîìó ñóììà äëèí |b−a|+ |c−b|+ |d−c| = |d−a| ≤ 1 ìîæåò áûòü ìåíüøå
åäèíèöû, òîëüêî åñëè âñå ñëàãàåìûå ìåíüøå ÷åì 4/7. Äàëåå çàìåòèì, ÷òî
ïðîîáðàç îòðåçêà AD íå ïåðåñåêàåò îòðåçêà [b, c], èíà÷å äëèíà ýòîãî îòðåçêà
áûëà áû áîëüøå ÷åì 4/7. Ïîñêîëüêó ïðîîáðàçû êîíöîâ îòðåçêà AD ëåæàò
ïî ðàçíûå ñòîðîíû îòðåçêà [b, c], ïîñòîëüêó íàéäåòñÿ òî÷êà îòðåçêà AD, íà
ðàññòîÿíèè x îò A, â ëþáîé îêðåñòíîñòè êîòîðîé èìåþòñÿ òî÷êè, ëåæàùèå
ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò [b, c]. Òîãäà, åñëè êâàäðàòíî-ëèíåéíîå îòíîøåíèå íå
ïðåâîñõîäèò 3.5, òî ïîëó÷èì äâà íåðàâåíñòâà íà x.
(1 + x2) ≤ 3.5b (0.1)
1 + (1− x)2 ≤ 3.5(1− c). (0.2)
Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì 2 + x2 + (1 − x)2 ≤ 3.5 − 3.5(c − b).
Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà äîñòèãàåò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ
ðàâíîãî 2.5 ïðè x = 1/2, à ïðàâàÿ ÷àñòü íèêàê íå ìîæåò áûòü áîëüøå 2.5,
èáî c−b ≥ 2/7, ïîñòîëüêó ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ñïðàâåäëèâûì
òîëüêî ïðè x = 1/2 è c−b = 2/7. Òîãäà èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà (0.1) ñëåäóåò
b ≥ 5/14, à èç âòîðîãî  c ≤ 9/14. Îòêóäà c−b ≤ 2/7, à çíà÷èò è êâàäðàòíî-
ëèíåéíîå îòíîøåíèå îòîáðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî b, c→ B,C, íå ìåíüøå ÷åì
3.5.
Èçîìåòðè÷íûå è ïîäîáíûå êðèâûå. Èçîìåòðèåé ìåæäó êðèâûìè
f : [a, b] → Q1 è g : [c, d] → Q2 íàçûâàåòñÿ ïàðà èçîìåòðèé h, h′, ãäå h 
èçîìåòðèÿ ïðÿìîé, à h′  èçîìåòðèÿ ïëîñêîñòè, òàêàÿ ÷òî h′f = gh.
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Äâå êðèâûå f , g íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè  êîýèöèåíòîì ïîäîáèÿ k,
åñëè êðèâàÿ
√
kf(t/k) èçîìåòðè÷íà êðèâîé g(t). Íàïðèìåð, åñëè k = 2, òî
g(t) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå äëèíû âäâîå áîëüøåì, ÷åì f(t) è èìååò îáðàç
ïëîùàäè âäâîå áîëüøåé ÷åì f(t).
Ôðàêòàëüíûå ïåðèîäû. Îòðåçîê, ñîäåðæàùèéñÿ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
êðèâîé f(t), íàçûâàåòñÿðàêòàëüíûì ïåðèîäîì ýòîé êðèâîé, åñëè îãðàíè÷åíèå
êðèâîé íà ýòîò îòðåçîê ïîäîáíî âñåé êðèâîé. Â äàëüíåéøåì ïåðèîä ïî
óìîë÷àíèþ îçíà÷àåò ðàêòàëüíûé ïåðèîä.
Ïåðèîä íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè îí íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì
äðóãîì ïåðèîäå.Ïîðÿäêîì ïåðèîäà íàçûâàåòñÿ äëèíà ìàêñèìàëüíîé ðàñòóùåé
öåïî÷êè ïåðèîäîâ, íà÷èíàþùåéñÿ ñ äàííîãî. Îãðàíè÷åíèå êðèâîé íà åå
ïåðèîä íàçûâàåòñÿ ðàêöèåé. Ñîîòâåòñòâåííîìàêñèìàëüíîé ðàêöèåé íàçûâàåòñÿ
îãðàíè÷åíèå êðèâîé íà ìàêñèìàëüíûé ïåðèîä. È ïîðÿäîê ðàêöèè îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ïîðÿäîê åå ïåðèîäà.
Ëåììà 1. Âñÿêîå çàìêíóòîå íåñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî S îòðåçêà [a, b]
ñîäåðæèò êàê òî÷êó èçîëèðîâàííóþ ñëåâà òàê è òî÷êó èçîëèðîâàííóþ
ñïðàâà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê S íåñâÿçíî, íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ [a, b], ñëåâà è
ñïðàâà îò êîòîðîé èìåþòñÿ òî÷êè S. Òîãäà max{s ∈ S | s < c} ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé S èçîëèðîâàííîé ñïðàâà, à min{s ∈ S | s > c}  èçîëèðîâàííîé
ñëåâà.
Ëåììà 2. Âñÿêàÿ ðàñòóùàÿ öåïî÷êà ïåðèîäîâ îáðûâàåòñÿ. Âñÿêàÿ óáûâàþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäîâ ñõîäèòñÿ ê íóëþ.
Äîêàçàòåëüñòâî. àññìîòðèì ìíîæåñòâî êîýèöèåíòîâ ïîäîáèÿ êðèâîé
f ñâîèì ðàêöèÿì. Ýòî ìíîæåñòâî âî-ïåðâûõ çàìêíóòî. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè k1, k2, . . . ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýèöèåíòîâ ïîäîáèÿ è T1 ⊂ T2 ⊂
. . . Tn ⊂ ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäîâ êðèâîé f . Ïóñòü
hi, h
′
i ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäîáèé, ïåðåâîäÿùàÿ f â îãðàíè÷åíèå f íà Ti.
Òîãäà, ïåðåõîäÿ, åñëè íóæíî ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî hi ñõîäÿòñÿ ê h, è h
′
i ñõîäÿòñÿ ê h
′
, à ïåðèîäû ñõîäÿòñÿ ê T . Â òàêîì
ñëó÷àå îãðàíè÷åíèå f íà T ïîäîáíî f ïîñðåäñòâîì ïàðû ïîäîáèé h, h′, è
êîýèöèåíò ïîäîáèÿ, î÷åâèäíî, ðàâåí ïðåäåëó ki.
Åñëè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ áåñêîíå÷íàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïåðèîäîâ, òî â ìíîæåñòâå êîýèöèåíòîâ ïîäîáèÿ âñå òî÷êè áóäóò íåèçîëèðîâàííûìè
ñëåâà. À çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ñ òàêèì ñâîéñòâîì ñâÿçíî â ñèëó ëåììû 1.
Â ýòîì ñëó÷àå êðèâàÿ îáëàäàåò íåïðåðûâíûì ïîäîáèåì, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî
êðèâàÿ èçîìåòðè÷íà ëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ.
Àíàëîãè÷íî, åñëè èìååòñÿ óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýèöèåíòîâ
ïîäîáèÿ, íå ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ, òî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà êîýèöèåíòîâ
íåèçîëèðîâàíû ñïðàâà, ÷òî òîæå âëå÷åò ñâÿçíîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà è ëèíåéíîñòü
êðèâîé.
Ñëåäñòâèå 1. Âñÿêèé ðàêòàëüíûé ïåðèîä èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê. Â
÷àñòíîñòè, âñÿêèé ðàêòàëüíûé ïåðèîä ñîäåðæèòñÿ â ìàêñèìàëüíîì.
3
Ïðàâèëüíûå ðàçáèåíèÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíûõ îòðåçêîâ I1, . . . Ik
íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì ðàçáèåíèåì îòðåçêà I, åñëè I = ∪Ik è ðàçëè÷íûå
îòðåçêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìåþò äèçúþíêòíûå âíóòðåííîñòè.
Ïðàâèëüíûì ðàçáèåíèåì êâàäðàòà Q = I × I íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü
ïðîèçâåäåíèé {Ii × Ij}i,j≤k, ãäå I1, . . . Ik ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì ðàçáèåíèåì
îòðåçêà I.
Ëåììà 3. Åñëè êâàäðàò Q ïðåäñòàâëåí â âèäå îáúåäèíåíèÿ ðàâíûõ êâàäðàòîâ
{Qi}i≤n, ñóììàðíàÿ ïëîùàäü êîòîðûõ ðàâíà ïëîùàäè Q, òî {Qi}i≤n ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíûì ðàçáèåíèåì Q.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.
Ôðàêòàëüíûå ïåàíîâñêèå êðèâûå. Êðèâàÿ f(t) íàçûâàåòñÿðàêòàëüíîé,
åñëè êàæäàÿ òî÷êà èç îáëàñòè åå îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó
ðàêòàëüíîìó ïåðèîäó.
Ôðàêòàëüíàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé ïåàíîâñêîé, åñëè åå îáðàç
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì è ìàêñèìàëüíûå ïåðèîäû îáðàçóþò ïðàâèëüíîå ðàçáèåíèå
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
Ëåììà 4. Îáðàçû ìàêñèìàëüíûõ ðàêöèé ïðàâèëüíîé ïåàíîâñêîé êðèâîé
f : [a, b] → Q îáðàçóþò ïðàâèëüíîå ðàçáèåíèå êâàäðàòà Q. Â ÷àñòíîñòè
êîëè÷åñòâî ìàêñèìàëüíûõ ðàêöèé ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî íåìåäëåííî âûòåêàåò èç Ëåììû 3.
Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðàâèëüíàÿ ïåàíîâñêàÿ êðèâàÿ èìååò ðàêòàëüíûé
ðîä k, åñëè îíà èìååò k ìàêñèìàëüíûõ ïåðèîäîâ.
Êëàññè÷åñêàÿ êðèâàÿ Ïåàíî-èëüáåðòà ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé ïåàíîâñêîé
êðèâîé ðàêòàëüíîãî ðîäà 4. À îðèãèíàëüíàÿ êðèâàÿ Ïåàíî èìååò ðàêòàëüíûé
ðîä 9.
Êîíå÷íîñòü êâàäðàòíî-ëèíåéíîãî îòíîøåíèÿ. Ñòûêîì ðàêòàëüíîé
êðèâîé íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ, ïîëó÷åííàÿ îãðàíè÷åíèåì íà ïàðó ñîñåäíèõ ðàêòàëüíûõ
ïåðèîäîâ (ëþáîãî ïîðÿäêà).
Ëåììà 5. Äëÿ ëþáîé ïðàâèëüíîé ïåàíîâñêîé êðèâîé èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî ïîïàðíî íåèçîìåòðè÷íûõ ñòûêîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.
Åñëè f : [a, b] → C ÿâëÿåòñÿ ñòûêîì êðèâîé ðàêòàëüíîãî ðîäà k, òî
îïðåäåëèì êâàäðàòíî-ëèíåéíîå îòíîøåíèå ñòûêà f , êàê ìàêñèìóì êâàäðàòíî-
ëèíåéíûõ îòíîøåíèé äëÿ ïàð x, y ∈ [a, b], òàêèõ ÷òî |x− y| ≥ |b−a|2k .
Ëåììà 6. Êâàäðàòíî-ëèíåéíîå îòíîøåíèå ïðàâèëüíîé ïåàíîâñêîé êðèâîé
ðàâíî ìàêñèìóìó èç êâàäðàòíî-ëèíåéíûõ îòíîøåíèé åå ñòûêîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó ìîìåíòîâ t, t′. Ïóñòü k 
íàèìåíüøåå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî t, t′ íå ïðèíàäëåæàò ñòûêó ðàêòàëüíûõ
ïåðèîäîâ n-ãî ïîðÿäêà. Òîãäà t−t′ áîëüøå, ÷åì äëèíà ïåðèîäà n-ãî ïîðÿäêà,
ïîýòîìó ïàðà t, t′ ïðèíàäëåæèò ñòûêó (n − 1)-ãî ïîðÿäêà è ó÷àñòâóåò â
îïðåäåëåíèè åãî êâàäðàòíî-ëèíåéíîãî îòíîøåíèÿ.
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Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé ïðàâèëüíîé ðàêòàëüíîé ïåàíîâñêîé êðèâîé êâàäðàòíî-
ëèíåéíîå îòíîøåíèå îãðàíè÷åíî ñâåðõó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåìåäëåííî âûòåêàåò èç ëåìì 5 è 6.
Äèàãîíàëüíûå è îäíîñòîðîííûå êðèâûå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ äîêàçàííîé
íèæå òåîðåìîé 3 ïðàâèëüíûå ïåàíîâñêèå êðèâûå äåëÿòñÿ íà äâà òèïà: äèàãîíàëüíûå,
ó êîòîðûõ íà÷àëî è êîíåö ëåæàò íà äèàãîíàëè êâàäðàòà è îäíîñòîðîííèå,
ó êîòîðûõ íà÷àëî è êîíåö ëåæàò íà îäíîé ñòîðîíå.
Ëåììà 7. Åñëè k > 2, òî íåâîçìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü âñå êâàäðàòû
{Qi}i≤k2 ïðàâèëüíîãî ðàçáèåíèÿ êâàäðàòà Q òàê, ÷òîáû êâàäðàòû Qi è
Qi+1 ïðè i = 1, 2, . . . , k
2−1 ïåðåñåêàëèñü ïî ñòîðîíå, à êâàäðàòû Qi è Qi+2
ïðè i = 1, 2, . . . , k2 − 2 ïåðåñåêàëèñü ïî âåðøèíå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêàÿ íóìåðàöèÿ ñóùåñòâóåò. àññìîòðèì
òîò èç óãëîâûõ êâàäðàòèêîâ Q, ñêàæåì Qi, äëÿ êîòîðîãî k
2 − 1 > i > 2.
Òîãäà Qi−2, Qi−1, Qi+1, Qi+2 äîëæíû èìåòü íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ Qi. Íî
äëÿ óãëîâîãî êâàäðàòèêà åñòü òîëüêî òðè ñîñåäíèõ êâàäðàòèêà, êîòîðûå åãî
ïåðåñåêàþò.
Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîé ïðàâèëüíîé ïåàíîâñêîé êðèâîé f : [a, b] → Q åå
íà÷àëî f(a) è êîíåö f(b) ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè âåðøèíàìè êâàäðàòà Q.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëî êðèâîé p(a) íå ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé
êâàäðàòà Q. Ïóñòü {Qi}k2i=1 ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì ðàçáèåíèåì íà îáðàçû
ìàêñèìàëüíûõ ðàêöèé êðèâîé p(t), çàíóìåðîâàííîå â ïîðÿäêå èõ ïðîõîæäåíèÿ
êðèâîé. Ïîëîæèì b1 = a+(b−a)/k2. Òîãäà p(b1) ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ
Q1 ∩ Q2 è íå ñîâïàäàåò ñ âåðøèíàìè Qi, ïîòîìó ÷òî b1 ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì
âòîðîé ðàêöèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû b1 ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ïåðâîé ðàêöèè,
ïîýòîìó ïîëó÷àåì, ÷òî è p(b) íå ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîéQ. àññìîòðèì ðàçëè÷íûå
âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ p(a) è p(b) íà ñòîðîíàõ Q.
1) p(a) è p(b) ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå ñòîðîíå. Ýòî íåâîçìîæíî
ïîòîìó ÷òî â òàêîì ñëó÷àå Q2 äîëæåí ïåðåñåêàòü Q1 è Q3 ïî îäíîé è òîé
æå ñòîðîíå.
2) p(a) è p(b) ëåæàò íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ Q. Â ýòîì ñëó÷àå
öåïî÷êà êóáèêîâ {Qi} âûòÿãèâàåòñÿ â ëèíèþ è íå ìîæåò îáðàçîâàòü êâàäðàò.
3) p(a) è p(b) ëåæàò íà ñîñåäíèõ ñòîðîíàõ êâàäðàòà. Â ýòîì ñëó÷àå
ïåðåñå÷åíèå Qi ñ Qi+2 íåïóñòî è ìîæíî ñîñëàòüñÿ íà ëåììó.
Óãëîâûå ìîìåíòû. Ìîìåíò âðåìåíè τ íàçûâàåòñÿ óãëîâûì ïîðÿäêà k
äëÿ ïðàâèëüíîé ïåàíîâñêîé êðèâîé p(t), åñëè p(τ) ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé îáðàçà
ðàêöèè k-ãî ïîðÿäêà.
Äëÿ êàæäîãî ðàêòàëüíîãî ïåðèîäà åãî íà÷àëî è êîíåö ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè
ìîìåíòàìè â ñèëó òåîðåìû 3. Â ñèëó ëåììû 8 êàæäûé ðàêòàëüíûé ïåðèîä
ïîðÿäêà k, ïîìèìî íà÷àëà è êîíöà ñîäåðæèò ðîâíî äâà óãëîâûõ ìîìåíòà k-
ãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííèìè, à èõ îáðàçû íàçûâàòü
âíóòðåííèìè âåðøèíàìè îáðàçîâ ðàêöèé: ïåðâîé è âòîðîé â ñîîòâåòñòâèè
ñ ïîðÿäêîì èõ ïðîõîæäåíèÿ êðèâîé.
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Ëåììà 8. Åñëè f  ðàêòàëüíàÿ ïåàíîâñêàÿ êðèâàÿ, îáðàçîì êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàò Q, òî ïðîîáðàç ëþáîé èç âåðøèí êâàäðàòà Q ñîñòîèò
ðîâíî èç îäíîé òî÷êè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû è ëþáîãî k ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
ðàêöèÿ k-ãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùàÿ ýòó âåðøèíó. Ïîýòîìó ïðîîáðàç âåðøèíû
öåëèêîì ëåæèò âî ðàêòàëüíîì ïåðèîäå k-ãî ïîðÿäêà. Òàê êàê ýòî âåðíî
ïðè ëþáîì k, òî ïðîîáðàç îäíîòî÷å÷åí.
Ïÿòåðíûå êðèâûå. Ïðàâèëüíóþ ïåàíîâñêóþ êðèâóþ ìû áóäåì íàçûâàòü
ïÿòåðíîé, åñëè îíà ïîäîáíà åäèíè÷íîé ïåàíîâñêîé êðèâîé è èìååò êâàäðàòíî-
ëèíåéíîå îòíîøåíèå ìåíåå ïÿòè. Íàøåé êîíå÷íîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî
íåñóùåñòâîâàíèÿ ïÿòåðíûõ êðèâûõ.
Ëåììà 9. Åñëè êðèâàÿ f : [0, 1]→ Q ïÿòåðíàÿ, òî âòîðàÿ, ïðîõîäèìàÿ åé
âåðøèíà Q, ëåæèò íà îäíîé ñòîðîíå ñ ïåðâîé (òî÷êîé âõîäà), à òðåòüÿ
 íà îäíîé ñòîðîíå ñ ÷åòâåðòîé (òî÷êîé âûõîäà).
Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüABCD  âåðøèíû (åäèíè÷íîãî) êâàäðàòàQ, óêàçàííûå
â ïîðÿäêå èõ ïðîõîæäåíèÿ êðèâîé f , à 0 = a, b, c, d = 1 ñîîòâåòñòâåííî
îáîçíà÷àþò ìîìåíòû ïðîõîæäåíèÿ ýòèõ âåðøèí êðèâîé f . Òàê ÷òî f(a) = A
 íà÷àëî, à f(d) = D  êîíåö êðèâîé. Åñëè B = f(b)  ïåðâàÿ âíóòðåííÿÿ
âåðøèíà  ëåæèò íà îäíîé ñòîðîíå ñ A, òî C = f(c) íå îñòàåòñÿ íè÷åãî
èíîãî, êàê ëåæàòü íà îäíîé ñòîðîíå ñ D. Òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå çàêëþ÷åíèå
ëåììû ñïðàâåäëèâî. Åñëè æåB ëåæèò ñA íà îäíîé äèàãîíàëè, òî ïÿòåðíîñòü
êðèâîé äàåò íåðàâåíñòâî b − a > 2/5. Äàëåå â ýòîì ñëó÷àå C ëåæèò íà
îäíîé äèàãîíàëè ñ D, îòêóäà d−c > 2/5. Íàêîíåö, ðàññòîÿíèå ìåæäó B è C
åäèíèöà, îòêóäà c−b > 1/5. Ñêëàäûâàÿ âìåñòå âñå ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà,
ïîëó÷àåì d− a > 1 âîïðåêè óñëîâèþ d− a = 1.
Ëåììà 10. Åñëè êðèâàÿ f ïÿòåðíàÿ, òî îáðàçû ëþáîé ïàðû ñîñåäíèõ
ïåðèîäîâ îäíîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè ñ îáùåé ñòîðîíîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáðàçû íåêîòîðîé ïàðû ñîñåäíèõ ïåðèîäîâ
îäíîãî ïîðÿäêà êðèâîé f(t) ïåðåñåêàþòñÿ ïî âåðøèíå è äîêàæåì, ÷òî â
òàêîì ñëó÷àå f íå ÿâëÿåòñÿ ïÿòåðíîé.
Ïåðåõîäÿ îò êðèâîé f ê ïîäîáíîé êðèâîé φ(t) =
√
kf(kt), ìû, íå ìåíÿÿ
êâàäðàòíî-ëèíåéíîãî îòíîøåíèÿ, ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ïîäáîðå k, ìîæåì
äîáèòüñÿ, ÷òîáû îáðàçû ïàðû ñîñåäíèõ ïåðèîäîâ êðèâîé φ ïðåäñòàâëÿëè
ñîáîé åäèíè÷íûå êâàäðàòûQi èQi+1, ïåðåñåêàþùèåñÿ ïî âåðøèíå, à ñîîòâåòñòâóþùèå
èì ïåðèîäû èìåëè åäèíè÷íóþ äëèíó.
Ïóñòü t0, t1, t2, t3, t4, t5, t6 óãëîâûå ìîìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðîõîæäåíèÿ
âåðøèí ýòîé ïàðû êâàäðàòîâ êðèâîé φ. Òî åñòü t0  íà÷àëî i-ãî ïåðèîäà
(ìîìåíò âõîæäåíèÿ â Qi), t6  êîíåö i + 1-ãî (ìîìåíò âûõîäà èç Qi+1), à
t3, ìîìåíò ïåðåõîäà èç Qi â Qi+1, òî åñòü êîíåö i-ãî ïåðèîäà, ñîâïàäàþùèé
ñ íà÷àëîì i+ 1-ãî.
Ïóñòü êðèâàÿ f èìååò äèàãîíàëüíûé òèï. Òîãäà |φ(t1) − φ(t0)| = 1 è
|φ(t2)−φ(t1)|2 = 2 è, òàê êàê êâàäðàòíî-ëèíåéíîå îòíîøåíèå φ íå ïðåâûøàåò
ïÿòè, òî t1 − t0 ≥ 15 è t1 − t0 ≥ 25 . Îòêóäà ïîëó÷àåì t3 − t2 ≤ 25 . Àíàëîãè÷íî
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî t4−t3 ≤ 25 . Ïîëó÷àåì t4−t2 ≤ 45 . À òàê êàê |φ(t4)−φ(t2)| =
2, òî êâàäðàòíî-ëèíåéíîå îòíîøåíèå êðèâîé φ íà ïàðå t4, t2 áîëüøå ëèáî
ðàâíî ïÿòè.
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Åñëè êðèâàÿ îäíîñòîðîííÿÿ è èìååò êâàäðàòíî-ëèíåéíîå îòíîøåíèå ≤ 5,
òî t1− t0 ≥ 15 è t6− t5 ≥ 15 , îòêóäà t5− t1 ≤ 85 . À òàê êàê |f(t5)− f(t1)|2 = 8,
ïîëó÷àåì, ÷òî êâàäðàòíî-ëèíåéíîå îòíîøåíèå êðèâîé f íà ïàðå t1, t5 áîëüøå
ëèáî ðàâíî ïÿòè.
Óñêîðåíèå è çàìåäëåíèå. Êðèâóþ áóäåì íàçûâàòü óñêîðÿþùåéñÿ, åñëè
ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò íà÷àëà äî ïåðâîãî âíóòðåííåãî óãëîâîãî ìîìåíòà
ïðåâîñõîäèò ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò âòîðîãî âíóòðåííåãî óãëîâîãî ìîìåíòà
äî êîíöà è íàçûâàåì çàìåäëÿþùåéñÿ â ñëó÷àå ïðîòèâîïîëîæíîãî íåðàâåíñòâà
ìåæäó ýòèìè ïðîìåæóòêàìè.
Ñìåùåíèåì êðèâîé f îò ìîìåíòà t äî ìîìåíòà t′ íàçûâàåì âåêòîð f(t′)−
f(t). Ñìåùåíèåì ðàêöèè íàçûâàåì ñìåùåíèå îò íà÷àëà äî êîíöà åå ïåðèîäà.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êðèâàÿ ñîâåðøàåò ïîâîðîò íà ñòûêå ñîñåäíèõ ðàêöèé
îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà, åñëè ñìåùåíèÿ ýòèõ ðàêöèé ðàçëè÷íû.
Ëåììà 11. Åñëè ïÿòåðíàÿ îäíîñòîðîííÿÿ êðèâàÿ äåëàåò ïîâîðîò, òî
ïåðâàÿ èç ïîâîðîòíûõ ðàêöèé ÿâëÿåòñÿ çàìåäëÿþùåé, à âòîðàÿ  óñêîðÿþùåé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäîáèåì èçìåíèì êðèâóþ òàê, ÷òîáû îáðàçû ïîâîðîòíûõ
ðàêöèé ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé åäèíè÷íûå êâàäðàòû, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì
ïåðèîäû èìåëè åäèíè÷íóþ äëèíó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êâàäðàòíî-ëèíåéíîå
îòíîøåíèå îòìàñøòàáèðîâàííîé òàêèì îáðàçîì êðèâîé f ìåíåå ïÿòè. Ïóñòü
t0, t1, t2, t3, t4, t5, t6  âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óãëîâûõ ìîìåíòîâ
ïðîõîæäåíèÿ ïàðû ïîâîðîòíûõ ðàêöèé. Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ðàñïàäàåòñÿ
íà äâà ñëó÷àÿ: ïîâîðîò íàçàä è ïîâîðîò âáîê.
Â ñëó÷àå ïîâîðîòà íàçàä èìååì f(t0) = f(t6). Äàëåå ëåììà 9 äàåò |f(t1)−
f(t4)|2 = 5. Îòêóäà t4 − t1 > 1 è 1 > 2 − (t4 − t1) = (t1 − t0) + (t6 − t4) =
(t1 − t0) + (1− (t4 − t3)). Ñëåäîâàòåëüíî (t1 − t0) < (t4 − t3). Òîãäà t3 − t2 =
t4 − t3 è t1 − t0 = t6 − t5 è ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïåðâàÿ ïîâîðîòíàÿ ðàêöèÿ
çàìåäëÿþùàÿ, à âòîðàÿ  óñêîðÿþùàÿ.
Â ñëó÷àå, áîêîâîãî ïîâîðîòà, â ñèëó ëåìì 9 è 10 èìååì |f(t4)−f(t1)|2 = 5.
Ïîýòîìó 1 < t4 − t1 = (t4 − t3) + (t3 − t2) + (t2 − t1). Ñ äðóãîé ñòîðîíû
t3 − t1 = (t3 − t2) + (t2 − t1) + (t1 − t0) = 1 îòêóäà t4 − t3 > t1 − t0.
Ëåììà 12. Ïÿòåðíàÿ îäíîñòîðîííÿÿ êðèâàÿ íå ìîæåò äåëàòü äâóõ ïîâîðîòîâ
ïîäðÿä.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðîèñõîäèò ïîâîðîò íà ñòûêå ïåðâîé è âòîðîé ðàêöèè,
òî âòîðàÿ ðàêöèÿ äîëæíà áûòü óñêîðÿþùåé â ñèëó ëåììû 11, íî â ýòîì
ñëó÷àå â ñèëó ýòîé æå ëåììû íåâîçìîæåí ïîâîðîò íà ñòûêå âòîðîé è òðåòüåé
ðàêöèè.
Ëåììà 13. Åñëè ïÿòåðíàÿ îäíîñòîðîííÿÿ êðèâàÿ äåëàåò áîêîâîé ïîâîðîò,
òî ðàêöèÿ, ïðåäøåñòâóþùàÿ ïåðâîé ïîâîðîòíîé òàêæå êàê è ïåðâàÿ
ïîâîðîòíàÿ áóäåò çàìåäëÿþùåé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t0, t1, . . . t9 ìîìåíòû ïðîõîæäåíèÿ âåðøèí òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ðàêöèé. Åñëè íà ñòûêå âòîðîé è òðåòüåé ðàêöèè ïðîèçîøåë áîêîâîé
ïîâîðîò, òî íà ñòûêå ïåðâîé è âòîðîé ðàêöèè ïîâîðîòà íå áûëî, èáî äâà
ïîâîðîòà ïîäðÿä çàïðåùåíû. Çíà÷èò |f(t7)−f(t1)|2 = 12+32 = 10. Ñëåäîâàòåëüíî,
2 < t7 − t1 = (t7 − t6) + (t6 − t0) − (t1 − t0). Ïîñêîëüêó t6 − t0 = 2 îòñþäà
ñëåäóåò t7 − t6 > t1 − t0. Çíà÷èò ïåðâàÿ ðàêöèÿ  çàìåäëÿþùàÿ.
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Ëåììà 14. Äëÿ ïÿòåðíîé åäèíè÷íîé êðèâîé ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè
óãëîâûìè ìîìåíòàìè ëåæèò â äèàïàçîíå îò 1/5 äî 3/5.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.
Ëåììà 15. Ïÿòåðíàÿ îäíîñòîðîííÿÿ êðèâàÿ íå ìîæåò ïîâîðà÷èâàòü
âáîê ïîñëå òðåõ ïîäðÿä ðàêöèé ñ îäèíàêîâûì ñìåùåíèåì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è ïóñòü t0, t1, . . . t12 ïðåäñòàâëÿåò
âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óãëîâûõ ìîìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõðàêöèé.
Òîãäà |f(t10) − f(t1)|2 = 12 + 42 = 17. Ïîýòîìó t10 − t1 ≥ 17/5. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû t10 − t1 = (t10 − t9) + (t9 − t0) − (t1 − t0). Äàëåå t9 − t0 = 3, à
t10−t9 < 3/5 è t1−t0 > 1/5 â ñèëó ëåììû 14. Â èòîãå ïîëó÷àåì t10−t1 < 3 25 .
Ïðîòèâîðå÷èå.
Ëåììà 16. Ïÿòåðíàÿ îäíîñòîðîííÿÿ êðèâàÿ íå ìîæåò ïîâåðíóòü íàçàä
ïîñëå ÷åòûðåõ ïîäðÿä ðàêöèé ñ îäèíàêîâûì ñìåùåíèåì, åñëè ïåðâàÿ èç
ýòèõ ÷åòûðåõ ðàêöèé óñêîðÿþùàÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t0, t1, . . . , t15 ðàñòóùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óãëîâûõ
ìîìåíòîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ïÿòè ðàêöèé. Ïÿòàÿ ðàêöèÿ ÿâëÿåòñÿ óñêîðÿþùåé,
èáî çàâåðøàåò ïîâîðîò (ëåììà 11), à ïåðâàÿ ðàêöèÿ ÿâëÿåòñÿ óñêîðÿþùåé
ïî óñëîâèþ. Â ðåçóëüòàòå t13 − t1 = 4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû |f(t13 − f(t1)|2 =
42 + 22 = 20. Ïîýòîìó êâàäðàòíî-ëèíåéíîå îòíîøåíèå íà ïàðå t13, t1 ðàâíî
ïÿòè.
Òåîðåìà 4. Âñÿêàÿ åäèíè÷íàÿ ïðàâèëüíàÿ îäíîñòîðîííÿÿ ïåàíîâñêàÿ êðèâàÿ
èìååò êâàäðàòíî-ëèíåéíîå îòíîøåíèå ≥ 5.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f  ïÿòåðíàÿ îäíîñòîðîííÿÿ êðèâàÿ.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f èìååò áîëåå ÷åòûðåõ ðàêöèé. Â ñëó÷àå, êðèâîé
÷åòâåðòîãî ðîäà, ÷òîáû ñîáëþñòè ýòî óñëîâèå ìû ïðîñòî ìîæåì ðàññìàòðèâàòü
åå êàê êðèâóþ øåñòíàäöàòîãî ðîäà, ïåðåéäÿ ê ðàêöèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà.
Ïóñòü êðèâàÿ íà÷èíàåò äâèæåíèå èç ëåâîãî íèæíåãî óãëà, ïðîõîäèò îäèí
ïåðèîä ââåðõ è äåëàåò ïîâîðîò íàïðàâî. Òàê êàê îíà íå ìîæåò äåëàòü äâóõ
ïîâîðîòîâ ïîäðÿä (ëåììà 12), òî òðåòèé ïåðèîä îíà ïðîäîëæàåò äâèæåíèå
âïðàâî. Ïîñëå òðåòüåãî ïåðèîäà îíà äîëæíà ïîâåðíóòü âíèç, èíà÷å ðàêöèÿ,
ëåæàùàÿ ñíèçó ïîä òðåòüåé ñòàíåò òóïèêîì è íå ñìîæåò áûòü ïðîéäåíà â
äàëüíåéøåì, ïîòîìó ÷òî â íåå ìîæíî áóäåò ïîïàñòü òîëüêî ñïðàâà, à âûéòè
áóäåò íåêóäà. Íî íà ïÿòîì ïåðèîäå äâèæåíèå âíèç óæå íåâîçìîæíî: íèæå
íåêóäà. Ïðèõîäèòñÿ äåëàòü äâà ïîâîðîòà ïîäðÿä, ÷òî çàïðåùåíî.
Åñëè êðèâàÿ íà÷èíàåò äâèæåíèå ñ òðåõ ïîäðÿä ïåðèîäîâ áåç ïîâîðîòîâ,
òî â äàëüíåéøåì áîêîâûå ïîâîðîòû ñòàíîâÿòñÿ íåâîçìîæíûìè â ñèëó ëåììû
15, à ïîâîðîòû íàçàä âåäóò â òóïèê.
Ïóñòü òåïåðü îäíîñòîðîííÿÿ êðèâàÿ íà÷èíàåò äâèæåíèå èç ëåâîãî íèæíåãî
óãëà ââåðõ è ïîâîðà÷èâàåò âïðàâî íà ñòûêå âòîðîé è òðåòüåé ðàêöèé.
Òîãäà òðåòüÿ ðàêöèÿ ÿâëÿåòñÿ óñêîðÿþùåé â ñèëó ëåììû 11. Â ÷åòâåðòîé
ðàêöèè êðèâàÿ ïðîäîëæàåò äâèæåíèå âïðàâî, ÷òîáû èçáåæàòü äâóõ ïîâîðîòîâ
ïîäðÿä, à â ñòûêå ÷åòâåðòîé-ïÿòîé ðàêöèé áîêîâîé ïîâîðîò íåâîçìîæåí
â ñèëó ëåììû 13, à ïîâîðîò íàçàä ïðèâîäèò â òóïèê. Ïîýòîìó äâèæåíèå
âïðàâî áóäåò ïðîäîëæåíî â ïÿòîé ðàêöèè òðåòèé ïåðèîä ïîäðÿä. Åñëè â
øåñòîé ðàêöèè ïðîäîëæèòñÿ äâèæåíèå âïðàâî, òî â äàëüíåéøåì íèêàêèå
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ïîâîðîòû íåâîçìîæíû â ñèëó ëåìì 15 è 16. Ñëåäîâàòåëüíî, â øåñòîé ðàêöèè
äîëæåí áûòü ñäåëàí ïîâîðîò íàçàä (ïîâîðîò âáîê íåâîçìîæåí â ñèëó ëåììû
15). Ïîñëå ïîâîðîòà â øåñòîé ðàêöèè â ñåäüìîé ïðîäîëæèòñÿ äâèæåíèå
âëåâî, êîòîðîå ïðèâîäèò â òóïèê.
Ëåììà 17. Ïåðâûå òðè è ïîñëåäíèå òðè ìàêñèìàëüíûå ðàêöèè ïÿòåðíîé
äèàãîíàëüíîé êðèâîé ðàñïîëîæåíû ïî ãðàíèöå ee êâàäðàòà-îáðàçà Q.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðàÿ ðàêöèÿ ïîñëå âõîäà ðàñïîëîæåíà íà îäíîé èç
ñòîðîí êâàäðàòà Q, ïîòîìó ÷òî åñòü âñåãî ÷åòûðå ðàêöèè, îáðàçû êîòîðûõ
ñîäåðæàò âûõîä èç ïåðâîé ðàêöèè è òîëüêî îäíà èç íèõ âíóòðåííÿÿ. Íî
ýòà ðàêöèÿ íå ìîæåò ïðîõîäèòñÿ âòîðîé â ñèëó ëåììû 10. Äàëåå âûõîä èç
âòîðîé ðàêöèè ëåæèò íà ñòîðîíå Q, ïîýòîìó è òðåòüÿ ðàêöèÿ ëåæèò íà
ñòîðîíå êâàäðàòà Q.
Íàïðàâëåíèåì ñòûêà ðàêöèé íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåíèå îò öåíòðà ïåðâîé
ðàêöèè ñòûêà íà öåíòð âòîðîé. Íàïðàâëåíèåì âõîäà (íàïðàâëåíèåì âûõîäà)
ðàêöèè k-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåíèå ñòûêà åå ïåðâûõ (ïîñëåäíèõ)
äâóõ ïîäðàêöèé k + 1-ãî ïîðÿäêà.
Ëåììà 18. Ó ïÿòåðíîé äèàãîíàëüíîé êðèâîé íàïðàâëåíèå âûõîäà èç ëþáîé
ðàêöèè èëè ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ âõîäà ñëåäóþùåé ðàêöèè èëè
îáà ýòè íàïðàâëåíèÿ ïàðàëëåëüíû ïåðåñå÷åíèþ îáðàçîâ ðàêöèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæåíèå ïðîòèâíîãî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî òðîéêà
âõîäíûõ ðàêöèé âòîðîãî ïîðÿäêà ïðîäîëæàåò òðîéêó âûõîäíûõ â îäíîì
íàïðàâëåíèè. Âîçíèêàåò øåñòåðêà ðàêöèé âòîðîãî ïîðÿäêà âûòÿíóòàÿ âäîëü
ïðÿìîé. Òîãäà êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà äî êîíöà ýòîé øåñòåðêè â
øåñòü ðàç ïðåâîñõîäèò âðåìÿ åå ïðîõîæäåíèÿ.
Ëåììà 19. Äèàãîíàëüíàÿ ïÿòåðíàÿ åäèíè÷íàÿ êðèâàÿ ïðîõîäèò ðàññòîÿíèå
îò íà÷àëà äî ïåðâîãî âíóòðåííåãî óçëà íå áîëåå ÷åì çà 2/5.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 = t0, t1, t2, t3 = 1 ñóòü óãëîâûå ìîìåíòû ïåðâîãî
ïîðÿäêà ïÿòåðíîé äèàãîíàëüíîé êðèâîé f . Òîãäà |f(t1)−f(t2)|2 = 2, ïîýòîìó
t2 − t1 > 2/5. À òàê êàê |f(t3) − f(t2)| = 1, òî t3 − t2 > 1/5. Ïîýòîìó
t3 − t1 > 3/5, îòêóäà t1 − t0 < 2/5
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàêöèÿ êðèâîé Z-îáðàçíà, åñëè ñìåùåíèå îò íà÷àëà
ðàêöèè äî ïåðâîãî âíóòðåííåãî óãëà ãîðèçîíòàëüíî è áóäåì íàçûâàòü
ðàêöèþ N -îáðàçíîé, åñëè ýòî ñìåùåíèå âåðòèêàëüíî.
Ëåììà 20. Åñëè ïÿòåðíàÿ äèàãîíàëüíàÿ êðèâàÿ èìååò âåðòèêàëüíîå íàïðàâëåíèå
âõîäà, òî èëè ïåðâàÿ è òðåòüÿ åå ðàêöèè Z-îáðàçíû èëè ïåðâàÿ ðàêöèÿ
çàìåäëÿþùàÿ, à òðåòüÿ ðàêöèÿ óñêîðÿþùàÿ è îíè èìåþò ðàçíûé N−Z-
òèï.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåõîäÿ, åñëè íóæíî ê ïîäîáíîé êðèâîé, ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî îáðàçû ðàêöèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûìè êâàäðàòàìè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ti  i-ûé óãëîâîé ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà (t0 = 0).
Åñëè ïåðâàÿ ðàêöèÿ Z-îáðàçíà, à òðåòüÿ  N -îáðàçíà, òî |f(t1) −
f(t7)|2 = 10. Ïÿòåðíîñòü êðèâîé âëå÷åò íåðàâåíñòâî t7 − t1 > 2. À òàê
êàê t6 − t0 = 2, òî t1 − t0 < t7 − t6, ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâàÿ ðàêöèÿ
çàìåäëÿþùàÿ, à òðåòüÿ  óñêîðÿþùàÿ.
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Åñëè íàîáîðîò ïåðâàÿ ðàêöèÿ N -îáðàçíà, à ïîñëåäíÿÿ Z-îáðàçíà, òî
|f(t8) − f(t2)|2 = 10 è t8 − t2 > 2, îòêóäà ââèäó t9 − t3 = 2, ïîëó÷àåì
t9−t8 < t3−t2, ÷òî îïÿòü-òàêè îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâàÿ ðàêöèÿ çàìåäëÿþùàÿ,
à òðåòüÿ  óñêîðÿþùàÿ.
Íàêîíåö, ñëó÷àéN -îáðàçíûõ ïåðâîé è òðåòüåé ðàêöèé èñêëþ÷åí, ïîòîìó
÷òî â ñèëó ëåììû 19 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà t3 − t2 < 2/5 è t7 − t6 < 2/5.
Îòêóäà t7 − t3 < 9/5 è |f(t7) − f(t3)|2 = 10, îòêóäà êâàäðàòíî-ëèíåéíîå
îòíîøåíèå f íà t7, t3 áîëüøå ïÿòè âîïðåêè ïÿòåðíîñòè f .
Ëåììà 21. Åñëè ïÿòåðíàÿ äèàãîíàëüíàÿ êðèâàÿ ïðîõîäèò ÷åòûðå ðàêöèè
ïîäðÿä, äâèãàÿñü â îäíîì è òîìæå íàïðàâëåíèè ïî âåðòèêàëè, òî ÷åòâåðòàÿ
ðàêöèÿ ýòîé ñåðèè ÿâëÿåòñÿ Z-îáðàçíîé è óñêîðÿþùåé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 19 âõîä, êàê è âûõîä èç ðàêöèè íå ìîãóò
çàíèìàòü áîëåå 2/5 ïåðèîäà. Â ñëó÷àåN -îáðàçíîé ÷åòâåðòîé ñåêöèè, êâàäðàò
ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà ïåðâîé ñåêöèè äî âòîðîé âåðøèíû ÷åòâåðòîé ñîñòàâèò
17, ÷òî ñðàçó äàåò êâàäðàòíî-ëèíåéíîå îòíîøåíèå êàê ìèíèìóì ïÿòü. Òåïåðü
ñðàâíåíèå âòîðîé è ÷åòâåðòîé ñåêöèé, â ñèëó ëåììû 20, ïîçâîëÿåò äîêàçàòü,
÷òî ÷åòâåðòàÿ ñåêöèÿ  óñêîðÿþùàÿ.
Òåîðåìà 5. Âñÿêîå ðàêòàëüíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ïåàíîâñêàÿ êðèâàÿ èìååò
êâàäðàòíî-ëèíåéíîå îòíîøåíèå íå ìåíåå ïÿòè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f  ïÿòåðíàÿ äèàãîíàëüíàÿ êðèâàÿ. Òîãäà âî-ïåðâûõ
íàéäåòñÿ ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìàêñèìàëüíûõ ðàêöèé f , òàêàÿ ÷òî íàïðàâëåíèå
âûõîäà èç ïåðâîé ðàêöèè ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ âõîäà âòîðîé.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå ïðîòèâíîãî ïðèâîäèò â ñèëó ëåììû 18 ê
çàêëþ÷åíèþ, ÷òî íàïðàâëåíèå âûõîäà èç ëþáîé ðàêöèè ïàðàëëåëüíî íàïðàâëåíèþ
âõîäà ñëåäóþùåé è ïàðàëëåëüíî ïåðåñå÷åíèþ ñîñåäíèõ ðàêöèé. Â ñèëó
ëåììû 17 íàéäåòñÿ òðîéêà ðàêöèé, ó êîòîðûõ ïåðåñå÷åíèå ïåðâîé è âòîðîé
ïàðàëëåëüíî ïåðåñå÷åíèþ âòîðîé è òðåòüåé. Ïîýòîìó äëÿ âòîðîé, à, ñëåäîâàòåëüíî
äëÿ ëþáîé, ðàêöèè ìû ïîëó÷èì, ÷òî íàïðàâëåíèÿ âõîäà è âûõîäà ïàðàëëåëüíû.
È ìû ïðèõîäèì ñ ïðîòèâîðå÷èåì ñ íàëè÷èåì ïîâîðîòîâ ó f .
Èòàê, èçìåíèâ, åñëè íóæíî, íàïðàâëåíèå è îðèåíòàöèþ êðèâîé, ìû ïîëó÷èì
ïÿòåðíóþ êðèâóþ, ó êîòîðîé íàïðàâëåíèå âûõîäà íåêîòîðîé ðàêöèè Qi
âåðòèêàëüíî, à ñëåäóþùàÿ ðàêöèÿ Qi+1, ðàñïîëîæåíà íàä Qi. Â òàêîì
ñëó÷àå ê ÷åòâåðêå ðàêöèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîñòàâëåííûõ ïîñëåäíèìè òðåìÿ
ïîäðàêöèÿìè Qi è ïåðâîé ðàêöèåé Qi+1 ïðèìåíèìà ëåììà 21. Òî åñòü
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âõîäíàÿ ïîäðàêöèÿ Qi+1 óñêîðÿþùàÿ è Z-îáðàçíà. À
òàê êàê âõîäíîå íàïðàâëåíèå ó Qi+1 ãîðèçîíòàëüíîå, òî ïîâåðíóâ ïëîñêîñòü
íà ïðÿìîé óãîë, ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ëåììîé 20.
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